
SHU(MRU) 物理学院-每日一题 10

Prof. Shu

2023 年 7 月 14 日

题目 10.

半径为 R, 质量为 m 的匀质细圆环均匀带电, 总电量为 Q(Q > 0), 放

在光滑的水平面上. 环内、外有垂直环面向上的均匀磁场 B. 若将圆环以角

速度 ω 绕着通过圆心的竖直轴匀速旋转. 试求环内因为这种转动而形成的

附加张力.

题目 9 的参考答案.

通过刚体质心, 取两组坐标系: 一个固定的坐标系 Oξηζ, ζ 轴与初始角
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动量方向一致; 一个固连于刚体的坐标系 Oxyz, z 轴沿刚体的对称轴, 选

取 x、y 轴时, 使初角速度矢量在 y 轴方向的分量为零, 即 ωy(0) = 0, 并使

ωx(0) > 0, 选取 ξ、η 轴时, 使 ωξ(0) = 0、ωη(0) > 0. 这样选取两坐标系后,

t = 0 时, z、ζ、x、η 四个轴和 ω(0) 共面, 两组坐标系在 t = 0 时的位置如

图.(I1 = I2 < I3)

列出部分欧拉动力学和运动学方程

I3ω̇z = 0 (1)

ωx = φ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ (2)

ωz = φ̇ cos θ + ψ̇ (3)

其中 θ, φ, ψ 分别为章动角, 进动角, 自转角.

ω(0) = ωx0i + ωz0k. (4)

角动量守恒:

J = J(0) =
√
I2

1ω
2
x0 + I2

3ω
2
z0 (5)

J = J sin θ sinψi + J sin θ cosψj + J cos θk (6)

由 (1) 可得

ωz = ωz0 (7)

由 (5),(6) 和 (7) 可得

ωx =
√
I2

1ω
2
x0 + I2

3ω
2
z0

I1
sin θ sinψ (8)

I3ωz0 = J cos θ (9)

由 (9) 可得

cos θ = I3ωz0√
I2

1ω
2
x0 + I2

3ω
2
z0

(10)
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由 (2) 和 (8) 可得

θ̇ = 0 (11)

φ̇ =
√
I2

1ω
2
x0 + I2

3ω
2
z0

I1
(12)

由 (3),(4),(10),(12) 可得

ψ̇ =
(

1 − I3

I1

)
ωz0 (13)

直接写出关于 ωξ, ωη, ωζ 的欧拉运动学方程

ωξ = θ̇ cosφ+ ψ̇ sin θ sinφ

ωη = θ̇ sinφ− ψ̇ sin θ cosφ

ωζ = φ̇+ ψ̇ cos θ

(14)

将 (10),(11),(12),(13) 代入 (14)

ωξ =
(

1 − I3

I1

)
ωz0

I1ωx0√
I2

1ω
2
x0 + I2

3ω
2
z0

sinφ

ωη = −
(

1 − I3

I1

)
ωz0

I1ωx0√
I2

1ω
2
x0 + I2

3ω
2
z0

cosφ

ωζ =
√
I2

1ω
2
x0 + I2

3ω
2
z0

I1
+

(
1 − I3

I1

)
ωz0

I3ωz0√
I2

1ω
2
x0 + I2

3ω
2
z0

(15)

此外,

uη0 = − sin θ, uζ0 = cos θ, (16)

u(0) = uη0η
0 + uζ0ζ

0.

于是, 我们可以得出答案

J(t) =
√
I2

1ω
2
x0 + I2

3ω
2
z0ζ

0 (17)

ω(t) = ωξξ
0 + ωηη

0 + ωζζ
0 (18)

u(t) = −uη0 sinφξ0 + uη0 cosφη0 + uζ0ζ
0 (19)


