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题目 4.

白天沙漠上空的气温随高度 y 增加而递减, 下层空气温度较高, 密度和

折射率较小上层空气则相反. 这种折射率的不均匀分布造成了所谓海市蜃

楼的光学现象, 比较符合实际的折射率随高度变化的规律为

n2(y) = n2
0 + n2

p(1− e−αy),

式中 n0 是 y = 0 处的折射率, np 和 a 是两个常数, 由温度分布确定.

今在 x = 0, y = H(x 为水平轴) 处有一物点, 考虑该物点发出的某条与

地面法线夹角为 θ1 的光线. 试求该光线在空气中传播的轨迹方程, 并由此

解释海市蜃楼现象.

题目 3 的参考答案.

已知

pV =
∞∑
n=0

λnp
n, (1)

pV =
∞∑
n=0

µnV
−n, (2)

对 (1) 应用拉格朗日展开定理:
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p = ρ+
∞∑
n=1

(1/V )n

n!

dn−1

dρn−1

[(
∞∑
k=1

λkρ
k

)n]
, (3)

其中 ρ = λ0/V .

我们只需将上式合并同类项, 并与 (2) 对比, 就可以证明出结论.

在幂级数的收敛域中, 利用数学归纳法, 我们可以在 Cauchy 乘积的意

义下证明: (
∞∑
k=1

λkρ
k

)n

=
∞∑
k=1

∑
(α)

n∏
i=1

λαi

 ρk

其中
∑

(α) 为对满足
∑∞

i=1 αi = k 的正整数 αi 的数值求和.

代入 (3), 可以得到

p = ρ+
∞∑
n=1

(1/V )n

n!

dn−1

dρn−1

[
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k=1

akρ
k

]
, (4)

其中

ak =
∑
(α)

n∏
i=1

λαi
.

化简并代入 ρ, 可得

p =
λ0

V
+

∞∑
n=1

∞∑
k=0

(
n+k
n

)
an+kλ

k
0V

−(n+k), (5)

利用 an+k 的表达式展开 (5), 并与 (2) 对比, 即可得证.

这两个公式可用关于早期的温标定义和温度计制作, 体现了近似在热

力学中的重要地位.


